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Problemas Resueltos de Limites y Continuidad.

. Nocidon Intuitiva de limite.

Problemal. Un aterrizaje de wun avion
proporciona una vision intuitiva del concepto de
limite de una funcion. El avion sobrevuela a lo largo
de la pista (variable x), mientras que su altura
(variable y) va disminuyendo hasta hacerse 0. La
pista es en este caso asintota horizontal de la
trayectoria del avion. En este caso el limite de la g
alturay, cuando la distancia x crece es cero. Distancia ()

Altura (v)

de sus extremos en una barra y con un peso p en el
otro extremo. Se sabe que el resorte se rompe si el
peso p es igual o mayor que 5 kilos. |

Problema 2. Considere un resorte colgado por uno %

Supongamos que deseamos determinar la longitud
maxima | que se estira el resorte sin romperse. p=0

Para resolver esta cuestion realizaremos el expe-
rimento de cambiar el peso p colocado en el extremo
libre del resorte de manera creciente y medir la p=3.5

longitud | que se estira con cada peso, como se . J
observa en la figura. PTE =t

Cuando el peso colocado en el resorte se acerca a los 5 kilos, tendremos que colocar
pesos cada vez mas pequefios para no llegar al maximo de los 5 kilos y que no se rompa
el resorte. Registrando las longitudes sucesivas del resorte, debemos de poder determinar
la longitud maxima L a la cual se aproxima | cuando el peso p se aproxima a su valor

maximo de 5 kilos. Simbolicamente escribimos: | — L, cuando p — 5

Problema 3. Considere el problema siguiente: Una persona se contagia de una
enfermedad y entra en contacto con varias personas que a su vez se contagian y estas
contagian a aquellas con las que se cruzaron ;Cuanta gente se contagiard de la
enfermedad? Un inicio apropiado para responder la pregunta es recopilar datos
estadisticos concretos. Al recopilar los datos y graficarlos obtenemos lo siguiente':

1 . . . . .
Esto es lo qué se llama una curva logistica. La razon de que los datos sigan este patron es porque muchas
personas en la poblacion seran inmunes, y otra es el de que muchas de las personas que entren en contacto

con la enfermedad tendran ya la enfermedad. Asi el crecimiento no es exponencial.
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- 700 Vemos que aunque el nimero de contagios
S 600 ettt puede continuar creciendo nunca se
55 500 . sobrepasa el numero 700. Este limite
= 400 . superior a menudo se llama una asintota
5 300 horizontal; sin embargo, es mejor
fgg * caracterizarlo como el limite de la funcién
. " cuando el tiempo crece.
1 5 Semanas 10 15

La idea del limite en la grafica anterior es predecir el comportamiento a largo plazo o
global de la grafica a partir de los datos conocidos, es decir, ;cudl es la tendencia del
contagio de la enfermedad a largo plazo?

Problema 4. Suponga que tenemos el mismo conjunto de datos pero que deseamos
conocer cuanta gente se contagid el miércoles de la tercera semana. Tenemos la
informacion exacta para el sdbado de la semana 2 (50), y el sdbado de la semana 3 (200).
(Qué podemos decir acerca del miércoles de la semana 3? Si hacemos la suposicion de
que la tasa de infeccion crece con una cierta regularidad entonces el patron de
crecimiento debe obtenerse a partir de la grafica. De hecho con una cierta certeza
podemos decir que se puede obtener uniendo los puntos con una curva suave, por
ejemplo como en el grafico de abajo.

200
700
600
500
400
300
200 [ oo oA
100

El miércoles de la semana 3 corresponde a
2.5 en nuestra grafica. Ahora simplemente
leemos la altura de nuestra funcion en este
punto. Con esto obtenemos aproximada-
mente 130 personas contagiadas.

Semanas
5

10 15

Este segundo ejemplo es similar al primero, en el se utiliza un nimero finito de valores
bien conocidos para deducir el comportamiento del contagio en un tiempo determinado,
es decir localmente. Este concepto es también el limite de la funcién cuando el tiempo se
acerca al miércoles de la semana 3. Estas dos inferencias sobre una funcion basada en el
comportamiento de su grafica comprenden la idea central de limites.

Problema 5. Si se depositan $1000 en un banco que paga un interés compuesto del 6%,
entonces la cantidad en deposito después de un afio es dada por la funcion.

C (t) = 1000(1+ 0.6t) " (1)

. Do . . I .
Donde t es el tiempo. Si el interés es compuesto cada seis meses entonces t =—, si es
2
. | R
compuesto cada trimestre entonces t:Z, si es compuesto mensualmente entonces

t= é y asi sucesivamente. Utilizaremos la funcioén (1) para calcular el capital después

de intervalos de tiempo mas cortos.
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Componiendo anualmente: C(1) =1000(1.06)" = $1060.00

Componiendo semestralmente c ( 1

Ej =1000(1.03)* = $1060.9

j =1000(1.005)"* = $1061.67

] =1000(1.00016)*" = $1061.83

Componiendo trimestralmente: 1 A
C [Z) =1000(1.015)" =$1061.36
Componiendo mensualmente: 1
c (E
Componiendo diariamente: c ( 1
365
Componiendo cada hora: 1
(8 60

C 7—) =1000(1.0000068)"® = $1061.83

Obsérvese que a medida que el tiempo se acerca mas y mas a cero C (t) se acerca al valor
$1061.83. Decimos que $1061.83 es el limite de C(t) al acercarse a cero, y escribimos.

limC(t) = $1061.83

Problema 6. ;Qué le sucede a f(x) = x* + 3 cuando X se acerca a 3?

Solucion: La figura 1.5 corresponde a la grafica de esta
funcion. En ella podemos ver que entre mas cerca se
encuentren de 3, los valores de X, entonces los valores
de f(X) se encuentran mas cercanos a 12.

La tabla 1.5 de valores refuerza esa percepcion grafica.
Podemos ver que en la tabla a medida que tomamos
valores de X mas proximos a 3, tanto para valores
mayores que tres como para valores menores que 3, los
valores de f(x) se aproximan a 12. La respuesta a la

f(x) tiende a 12

% tiendea 3 .

pregunta es: f(x) se acerca a 12 cuando x se acercaa 3. —+—4 3 )
Esto se expresa diciendo que el limite de f(x) es 12 1;Figu|al_5 F) = %% 3
cuando x se acerca a 3.
Tabla 1.5
x hacia 3 por la izquierda (x < 3) 3 x hacia 3 por la derecha (x > 3)

X 2.5 2.9 2.99 2.999 3.001 3.01 3.1 3.5
f(x) | 9.5 | 11.41 11.9401 | 11.994001 | 12.006001 | 12.0601 | 12.61 | 15.25

f(x) hacia 12 por la izquierda 12 f(x) hacia 12 por la derecha
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2 ey

. X" -4 . . .
Problema 7. Si, f(x)= 5 [a qué valor se aproxima f(x) si tax) = *2- 4
X — X -
X se aproxima a 2? - /
Solucién: La figura 6.1 muestra la grafica de la funcion. 24l
Podemos ver que, atn cuando la grafica presenta una ruptura ;3_ / .
(hueco) en el punto (2, 4), las imagenes de valores de X muy 2 A/ -
., W tiende a 2
cercanos a 2 son muy cercanas a 4. También una tabla de valores ; b
utilizando valores de X proximos a 2 tanto por la izquierda Figura L&
(menores que 2) como por la derecha (mayores que 2), nos
convence de esa situacion , ver la Tabla 1.6
Hacia 2 por la izquierda 2 Hacia 2 por la derecha
X 1.5 1.9 1.99 1.999 2.001 2.01 2.1 2.5
f(x) 3.5 3.9 3.99 3.999 4.001 4.01 4.1 4.5
Hacia 4 por la izquierda 4 Hacia 4 por la derecha
L . . 2x* —x -1 L.
Problema 8. Considérese la funcién definida por f(X) = 1 x #1; el unico

punto en el cual la funcion f(x) no estd definida es en x = 1, pero, en puntos muy cerca de
1, la funcidn si se encuentra definida. Esta situacion da lugar a la siguiente pregunta: ;Se
aproxima f(x) a algtn valor especifico, cuando x se aproxima a 1?

Para investigarlo en las tablas siguientes se hace un seguimiento de f(x), cuando x se
aproxima a 1 por la izquierda (valores menores que 1) y por la derecha de 1 (valores
mayores que 1).

Hacia el 1 por la izquierda

X 01031051075 |09 |095|0.99 | 0995 | 0.999 0.9995 0.9999

fix) |1 |16 ]2 2.5 28 129 |298 | 299 2.998 2.999 2.9998

Hacia el 1 por la derecha

X 2117 |15 )125 | 1.1 | 1.05 | 1.01 | 1.005 | 1.001 1.0005 1.0001

flx) |5 ]44 |40 |35 32 | 3.1 3.02 | 3.01 3.002 3.001 3.0002

La observacion atenta de ambas tablas sugiere una 4+
respuesta a la pregunta formulada antes. Notese que

a medida que los valores de x, se "acercan" a 1, sin S
tomar el valor de 1, los valores de f(x) se "acercan" a
3. Dandole a la palabra limite un significado e v 2x —x -1 .
intuitivo, se dice que: : -1
El "'limite" de la funcién f(x) es 3 cuando x tiende
al.

La afirmacioén anterior frecuentemente se expresa -1 1 2 3 4
-1

simbdlicamente por cualquiera de las formas:

f (X) = 3, cuando x — 1(Se lee: f(x) tiende a 3 cuando x tiende a 1).
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O también, linll f(x) =3 (se lee: el limite cuando x tiende a 1 de f(x) es 3).

b
X
Problema 9. Consideremos la funcién g(X) = —, x #0. | x|
X Fixl = —

Esta funcion no estd definida para x = 0, pero si podemos
preguntarnos ;Hacia donde van los valores de f(x) cuando
x se acerca a 0?

1 p—

Solucion: En su grafica vemos que si nos acercamos al
cero por la derecha las imagenes son 1, mientras que si nos
acercamos por la izquierda de 0 las imagenes son -1, es
decir, la grafica presenta un "salto" y entonces las imagenes

Figura 1.8

no se acercan a un mismo valor. Esto significa que cuando nos acercamos al 0, los
valores de f(x) se acercan a dos valores distintos. Podemos ver que el limite no existe.
Hagamos una tabla como las de los ejemplos anteriores para verlo de otra manera, ver
Tabla 1.8

Hacia 0 por la izquierda 0 Hacia 0 por la derecha
x [-0,51-0,11-0,01-0,001|0,001]0,01]0,1]|0,5

gx) | -1 -1 -1 -1 1 1 1 1

Hacia -1 por la izquierda | 1]-1 | Hacia I por la derecha

Problema 10. Consideremos ahora la | | Crece indefinidanmenie
., 1

funcion f(x)=—, x# 0, para valores de X
X

cercanos a 0.

En la figura 1.9 vemos que a medida que
nos acercamos a O por la derecha, la
grafica de la funcion "sube ilimita-
damente" sin aproximarse a ningun valor
en particular. Si vamos por la izquierda de
0, la grafica de la funcion "baja
ilimitadamente" y tampoco se aproxima a
ningun valor en particular. Podemos decir
que el limite no existe. La tabla 1.9 tam- . rece indefinidamente
bién indica esa tendencia.

Hacia 0 por la izquierda 0 Hacia 0 por la derecha

x |-0,51-0,1|-0,0I |-0,001] 0,001 |0,0I |0,1]0,5

g(x) | -2 | -10 | -100 | -1000 | 1000 | 100 | 10 | 2

Hacia -oo por la izquierda ? Hacia +oo por la derecha
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[I. Solucion de Limites utilizando la Definicidon Precisa de Limite.

1. Definicion formal de limite:

Definicion. El limite de la funcion f cuando x se aproxima
aaesigualal,

lim f(x) =L

X—a
si para todo niimero ¢ > 0 existe un nimero o > 0 tal que
[f(x)-Ll<e

para todo x ( en el dominio de f) que satisface la
desigualdad

0<|x—als.

Problema 11. Dado el limite lim(2x —5) = 1. Encontrar & tal que | f(x)—L|=](2x - 5) -

X—3

1< 0.01. siempre que 0<|x—3l<8.

Solucién: En este problema, estamos trabajando con un valor
dado de &, ciertamente € = 0.01. Para encontrar un valor
apropiado de o trataremos de establecer una conexion entre los
valores | 2x-5)-1 | y lx — 3. Simplificando el primer valor
absoluto, obtenemos,

(2x—=5) -1 =[2x -6 =2/x-3| m
Asi, la desigualdad | 2x-5)-1 l< 0.01 es equivalente a 2 |x-31l<0.01, y tenemos,
x-3 <%0 _ 0005
2
Asi, seleccionamos 6 = 0.005. Esta seleccion trabaja porque 0< | x — 3 < 0.005 implica
que [(2x—5)—1=|2x -6 =2/x—3 < 2(0.005) = 0.01, como se observa en la grafica 2.10

Problema 12. Utilizar la definicion &-8 para demostrar que
lim(3x—-2)=4.

X—2

Solucién. Necesitamos demostrar que para toda € > 0, existe una
> 0 tal que ‘(3X—2)—4‘ < ¢ siempre que 0 < ‘X—2‘ <0.

Puesto que nuestra eleccion de 6 depende de ¢, trataremos de
establecer una relacion entre el valor absoluto de ‘(3X—2)—4‘y

\X - 2\ . Simplificando el primer valor absoluto, tenemos

(3x—2)—4 =3x—6=3x-2

Asi, la desigualdad \(3X -2)— 4\ < & requiere 3\X — 2\ < ¢ y de esta forma tenemos
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x-2<%.
2
Finalmente, seleccionamos & = ¢/3. Esto funciona porque
0</x—2/<8= g Implica que
‘(3X -2)- 4\ = \3X — 6‘ = 3\X — 2\ < 3(?) = ¢ . Como se muestra en la figura 2.11
Problema 13. Utilizar la definicion &-8 para probar que lin; X* =4,

Solucion: Debemos de demostrar que para toda € > 0, existe una &

> 0 tal que ‘x2—4‘<g siempre que 0<|X—2/<§. e

Empezamos reescribiendo ‘Xz - 4‘ = ‘X - 2H X+ 2‘ . Paratoda x en el s

-7< x <3). De esta manera se tiene que |X* — 4‘ = \X - ZHX + 2\ <30.

intervalo (1, 3), sabemos que \X - 2\ <5, (porque -5< x+2<5, 0 bien  4-F /

Por lo tanto si tomamos a 6 como el minimo de €/5 y 1, se sigue 1-5 12248

que siempre que 0 < \X — 2\ <0, tendremos

‘Xz —~ 4‘ =[x -2[x+2/< (2}(5) = &, como se muestra en la figura 2.11
Problema 14. Sea f(x) = 4x - 1. Si limf(x)=11. Halle 6 para ¢ = 0.01 tal que

X—3

| f(x)—11<0.01 cuando 0 <|x—3/< 5.

Solucién: | f(x)—11 =|(x—11) =11 =[4x—12 = 4]x -3

4x -3/ < 0.01 cuando 0 <|x—3 <& o bien [x—J <0'4m=0.0025 cuando

; por lo tanto se quiere que

0< \X —3\ <0 . Sisetoma o= 0.0025, se tiene

(4x—1)—11 < 0.01 cuando 0 <|x—3| <0.0025.

Es importante darse cuenta que cualquier nimero positivo menor que 0.002 se puede
emplear en vez del 8 pedido. Es decir, si 0 <A < 0.0025, entonces

(4x—1)—11 <0.01 cuando 0 <|x—3/< 4.

En este ejemplo se hallaron varios o para un € dado; para mostrar que el valor del limite
es 11, basta tomar un solo 0.

Problema 15. Mostrar que lirr31(2x2 —-3x+1)=10.

Solucién: En este caso la estrategia es escribir a |f(x)—L =|g(x)|x—a <M|x-a

donde M es una constante, es decir se factoriza a \X — a\ a partir de \ f(x)— L\ . Veamos

comao:
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(2X7 =3x+1)—10 =[2x* =3x -9 = [2x+3|x - 3].

Ahora, si tomamos la distancia entre x y 3 de una unidad es decir, |X — 3‘ <1, tenemos que

-1 < x — 3 < 1. Resolviendo esta desigualdad obtenemos que 2 < x < 4. Operando
algebraicamente esta desigualdad tenemos, 4 <2x <8,y 4 +3 <2x +3 <8 + 11, de

donde llegamos a que 7 < 2x + 3 < 11. Asi que ‘2X+3HX—3‘<11‘X—3‘. Pero

11x—3| < & entonces [x—3| < % Lo cual nos dice que debemos de tomar a & = min. (1,

2x* —=3x-2
—_—— X#2
X—=2

(2X7 =3x+1)=10 = 2x+3(x =3[ < 11|]x=3/ < & cuando 0 <|x-3/< 5.

¢/11); entonces f(x)=

2
Problema 16. Pruebe que el lirl’212X—3;2 =5. st
x> X—= 5+e
Solucion: Sea & un niimero positivo cualquiera. Estamos buscando 5
una 9 tal que 5 e
2x* =3x-2
0<|X—2| <o tal que —3—5‘ <&
X=2
Ahora, para x # 2, y simplificando ; — - -

2

2 =3x-2 _5‘:|(2X+1)(X_2) —5‘=|(2x+1)—5|:|2(x—2)|=2|x—2|<g, de aqui
‘ X—2 (x—2)

|X - 2| < % . Esto indica que si tomamos & = &/2 funcionara. Asi,

2x* —3x—
X —3X 2_5
X=2

‘=2|x—2|<25=2(§):g.
La cancelacion del factor (x-2) es valida porque 0 < |X — 2| implica que x # 2.

[1l. Calculo de Limites.

a) Con Tablas y Graficas.

Problema 17. Obtener el valor de linll Xz_ 11
X— X —

Solucién: Nétese que la funcién f(x) = (x — 1) / (x*- 1) no esté definida cuando x = 1, lo
cual no importa ya que la definiciéon lim f(x) dice que se consideren valores de x

cercanos a a pero no iguales a a. En la tabla siguiente se proporcionan valores de f(X)
para valores de x que tienden a 1 (pero distintos de 1)
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x <1 [f(X) x > 1 f(x)
0.5 0.666667 | 1.5 0.400000
0.9 0.526316 |1.1 0.476190
0.99 0.502513 |1.01 0.497512
0.999 0.500250 |1.001 0.499750
0.9999 0.500025 |1.0001 ]0.499975

Con base en los valores de la tabla,

=0.5

. X
suponemos que lim —
x=>1 X° —1

Problema 18. Consideremos la | x F(x) 7
funcién por secciones siguiente: 49 6.9
<
f (X):{X ¥2  X<5 499 |6.99
— X+10, x> 5.
4.999 | 6.999
Calcular el lim f (x).
X3 5.1 4.9 |
Solucién: haf:emos una tabla de 501 |4.99 . o o
valores acercandonos al 5 por la . R R
5.001 | 4.999 :

izquierda y por la derecha y alli se observa que cuando x se acerca por derecha los
valores de f(x) se acercan al valor de 5 y cuando x se acerca por la izquierda el valor de
f(x) se acerca al valor de 7. Esto también se observa en la grafica de f(x). En este caso
puesto que cuando x se acerca al 5 la funcioén se acerca a dos valores decimos que el
limite de la funcién no existe. Es decir lxgl} f (X) no existe.

Problema 19. Encontrar 1ing—‘x+9_3_ t JX49 3
X—> X X
Solucién: Para encontrar el limite de la funcidén construimos una 0.1 016621

tabla para valores cercanos al cero. En la tabla de la derecha se
muestra la tabla.Cuando x tiende a cero, los valores de la funcion 0.01 |0.16662
parecen tender a 0.1666666...y de esta manera se propone | (0.001 | 0.16666

JX+9 -3 1 -0.1 |0.16713

que lim————=—
x—0 X 6 -0.01 | 0.16671

-0.001 | 0.16667

Problema 20. Dada la funcion definida por:

X—=3 si x#4 )
f(x)= . . Encontrar el lim f(x).
5 si x=4 x4
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Solucion: Se muestra la grafica de f(x), y en ella se aprecia que f(x) es una recta que
tiene un corte en el punto x = 4, es decir una discontinuidad, el valor de f(x) en4 esy =5
y no y = 1, el valor que deberia de tomar f(x) si la recta fuera continua. Sin embargo la
tabla de valores cerca de x = 4, nos dice que f(x) estd muy cerca del valor 1.

X 3 3.1 3.5 3.8 |39 |3.993.999 o o

fix) {0 ]0.10 {05 |08 [0.9 |0.99]0.999 T |

X 5149 |45 |42 (4.1 |4.01|4.001 flx)"

fix) |2 |19 1.5 (1.2 | 1.1 | 1.01 | 1.001 l i /
En este ejemplo 1X1_r>141 f(x) =1, pero f(4) =5; por lo tanto T1" ______ . /O/ _—
!(IB} f(x)= f(4) S R

Problema 21. Encontrar limi si existe.

x—0 X2
Solucién: En la tabla se observa que cuando X se aproxima a cero, el valor de 1/X* se
vuelve muy grande, tanto si nos acercamos por la izquierda como por la derecha del cero.
En efecto, de la grafica de la funcion f(x) = 1/x* mostrada en la F igura podemos ver que
los valores de f(X) se pueden hacer arbitrariamente grandes, asignando a X valores
suficientemente cercanos a cero. De esta manera, los valores de f(x) no tienden a ningin

namero, asi que lim (1/X?) no existe.
Xx— 0

X 1 X 1

X2 X2
1 1 -1 1
0.5 4 -0.5 4

0.2 25 -0.2 25

0.1 100 -0.1 100

1 0.05 400 -0.05 400

Fof=—
x 0.01 10,000 -0.01 10,000
0.001 | 1,000,000 -0.001 1,000,000

b) Aplicando los Teoremas de Limites.
Problema 22. Calcular 1X1£1213

Solucién: 1X1£r213 =3

Problema 23. Calcular 1Xl£r21x

Solucién: 1X1£r21x =2

Problema 24. Calcular lim3x.

X—2
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Solucion: 1in213x = 31in21x =3(2)=6
Problema 25. Calcular lin;3x +2
Solucién: lin;(3x +2)= ling3x + lirr212 = 31ir121X + lin}2 =3(2)+2=8

Problema 26. Encontrar lim x°.

X—3
Solucion: lim - (lim Xy =(3) =27
Problema 27. Evaluar }i_)n:ll(X3 —-3x+2).
Problema 28. Solucion: lir{ll(x3 -3x+2)= Xlin}1 X' — Xlggl 3X+ }Lrgz
= (lim x)° =3 lim x+ lim2 = (=1’ =3(-1) +2 = 4
Problema 29. Encontrar Xli%n_12(6x +1)(2x -3)

Solucion:
lim (6x +1)(2x = 3) = lim (6x +1) lim (2x = 3) = (lim 6x + lim 1)(lim 2x — lim 3)

= (6 1im X+ lim 1)(2 lim X~ lim 3) = (6(2) + 1)(2(2) ~3) = (13)(1) = 13.
Problema 30. Encontrar lim(4x — 5)°
lirr31(4X —-5)Y = (lin’31 4x — lin} 57 =4 lin}X - lin’31 5)° =(4(3)-5)* =(7)> =49

Problema 31. Determinar lin}\/x +13.

Solucion: lirr31\/x+l3 :\/lin}(x+13) = 1ing\/1irr31x+lirr3113 =3+13=4/16 =4

Problema 32. Evaluar lim X+2
x>72xX —10

/ lim+/x +2 [lim X + lim 2 Iy
Solucion: lim X+2 _ X7 =X 7 T+2 _ Vo _3
©72x=10  lim(2x~10) 2limx-liml0 2(7)-10 14-10 4

x> +9
X

Problema 33. Encuentre lin}
X—>

o limx+9  im(<+9) \flimx’ +1im9

Soluciéon: lim
X—4

x  limx lim X 4
x—4 x—4
4 4 4
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c) Por Sustitucién Directa.

Si la funcion f es un polinomio o una funcion racional y a pertenece al dominio de f,
entonces lim f(x) = f(a) siempre que el valor del denominador para a no sea cero, en el
X—a

caso de una funcidn racional

Problema 34. Evaluar 1irr51(2x2 —-3x+4).

Solucién: liIISI(ZXZ -3x+4)=2(2)’ -3(2)+4=39

2 —
Problema 35. Calcular lim X2
>3 X+1

2 2
Soluciéon: lim X -9 = (3" -9 =9 =0
>3 X+1 3+1 4

Problema 36. Determinar limffx—_5
x=2 X° +3X+6
4x-5 42)-5 8-5 3

Solucion: lim— =— = -
-2 X°+3X+6 (2)"+3(2)+6 4+6+6 16

Problema 37. Calcular linlﬁ/ X2 — X+ (X +4)°.

SN NE 2 2 _s[y2 _ 2 2 _ _
Solucion: lxlil’ll X2 =X +(X*+4) =1 =1+(1) +4)*=0+25=25
x-Ix  -8-3Y-8 8+2 -6

Problema 38. Evaluar lim = = =
x>-84x—10 4(-8)-10 -12-10 22

5 4
Problema 39. Determinar lim 7x 120X 13x+6
X—2 3X _ 6X—8
5 4 5 )
Solucion: fim 7 Z10X “13x+6 _ 7(2)° 100 ~132)+6 __11
X—2 3X" —6X—8 3(2)* -6(2)-8 5

. 2Xx+2 si x#2
Problema 40. Encontrar hrr21 f(x) donde f(X)= 4 . 5
= si X=

Solucion: Esta funcion esta definida en x =2 y f(2) = 4, pero ¢l valor del limite cuando x
tiende a 2 no depende del valor de la funcion en 2. Puesto que f(x) = 2x + 2, para X # 2,
tenemos lirrzl f(x)= lirr21(2x +2)=2(2)+2=6.

3x—4 si —-5<x<0
Problema 41. Calcular ling f(xX)y lin(} f(x), donde f(x)= Jx si 0<x<5

x> -6 si 5<x<10

Solucion: En esta funcion el valor de x = 2, esta en el dominio de la funcién f(x) = 3x -4,
por lo tanto lin} f(x)= lirr21(3x -4)=3(2)-4=2.
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De la misma manera el valor de x = 6 esta en el dominio de la funciéon f(x)= x> -6, por
lo tanto 1in61 f(x)= ling(x2 —6)=(6)>-6=30

(e}

d) La indeterminacion —

(e

1) En un cociente de polinomios.

Regla 1: para eliminar la indeterminacion ° en un cociente de polinomios en x, se

factorizan numerador y/o denominador y se eliminan los factores comunes en el limite de
la funcion. (Al aplicar el limite a la funcion, los factores eliminados son diferentes de
cero).

En los siguientes ejercicios primero comprueba que al calcular el limite de la funcion se
obtiene una indeterminacion. Recuerda que podemos calcular el limite porque se estan
considerando valores de x proximos al valor de a y porque x # a.

2
Problema 42. Calcular lim X

x>2 X —2

x-2#0

X—4 (x 2)(X+2)

Solucién: lim—— =lim(x+2)=4
x>2 X =2 xaz (X — ) X—2
2
Problema 43. Calcular 111121%2*2, x—2#0
X— X —

2 — — — —
Solucion: limw:hmw:hm—(x h_1
-2 X" —4 x>2(X+2)(X=2) *»2(x+2) 4

Problema 44. Evaluar lim —~—— x 1 %0
=l X7+ X-2

x-1 x—1 1 lim 1 1
Solucion: lim > =lim =lim = — -
olx+x=2 o (x=1)(x+2) =t x+2  lim(x+2) 3.

x—1

2

Problema 45. Calcular hmx—_g, x—=3%#0
>3 X —X—6

2 —
Solucién: lim zx ? X3+ L (X3 6
X3 X° — X — 6 X—>3 (X 3)(X+ 2) X3 (X +2) 5

2

Problema 46. Hallar el hrnx—_1 x+1%0
x> X +3X+2

x* -1 (X+1(x=1) (x=n =2

Solucién: lim ———= lim—————=lim =—=-2
x>-1 X% 43X+ 2 Hl(x+1)(x+2) Hl(x-|r2) 1

15 Dr. José Luis Diaz Gémez. Edif. 3K. Mddulo 7, Cubiculo 1.




3

Problema 47. Evaluar lim-——, x -1 £ 0

x-1 X —1

3 _ 2

Solucion: lim>—— ~1 =1lim (X=DOC+x+D) limx*+x+1=3
-1 X —1 x—1 X—=1 x—1
x> —1
Problema 48. Determinar lim " x-1#20
X—1 X —

3 2

Solucion: lim—1 X 1 (x 1)(x +Xx+1) lim (X" +x+1) _g

x—1 X2 _1 x—>1 (X 1)(X+1) x—1 (X+1) N 2
3 2
Problema 49. Calcular el limite lim X 22X 3x+2 x -2 %0
x>2 X" —5X+6
2 2 5
Solucion: limX—2X —3¥*2 _j, (=D 4X-D _p (K HX-D
S -SKE6 or (X=2)(x=3)  r (x=3)

X> =2 +5x+6

Problema 50. Determinar el valor del limite lirrll . x-1#0
X—> X —
3 _ 2 _ 2 _ _ _
Solucion: lim X —2X #3X+6 (X~ DO ~x-6) —im X X9 _ 6
X1 X =1 Hl (X=D(X> +x+1) =1 (x> +x+1) 3
Problema 51. Encuentre el lirnM x-2#0

x>2 x> +X—6

Solucion: hmﬂ hmw:hmwzz
-2 X4 X—6 o2 (X=2)(X+3) =2(x+3) 5

3

Problema 52. Halle el lim X - 37 X-3%0
X—. X_
3 _ _ 2
Solucion: lim X2 — jim F=DCCH3XH) 1 43X 49 = (3) +3(3)+9 =27
x=3 X—=3 X—3 X—-3 x—3
3 —
Problema 53. Calcular lim>——>X"2 x.1 %0

ol Xt —4x+3
3 2 _
Solucion: lim X=X 2 _ jiy CDOCHX=D) _pp CHx=2)
ol X —Ax+3 ol (X=X + X+ X=) ol (X + X+ %)
(X—=D)(x+2) . (X+2) 3 1
m > =lim————=—=—
OL(X=D)(X" +2X+3) I (X" +2x+3) 6 2

2
Problema 54. Determinar lim il > 2x—-3 x-3#0
>3 4> —13x* +4x -3
3 2 2 2
Solucion: lim 2X° —5X° —=2X-3 _ lim(x 32X +x+1) _ lim (2x" +Xx+1) =2=£

=3 4%° —13X7 +4Xx =3 =3 (X=3)4X> —=x+1) >3 (4x* —x+1) 34 17
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11
x> +1 a’+1

Problema 55. Calcular el lim x-a=0
X—a X_a
1 1 @ +H—-(x*+1) a’-x*
P -5 2 2 2 2
Solucién: lim X+ @+l _p (x+D@+D _ . (X +D@ +1) _
X—a X_a X—a X_a X—a X_a
_(X2 _a2)
2 2
:lim(x +1)(a +1):1im (x 2a)(x+<';1) ~ lim—, (x+(;1) _ 22a2
x—a X—a x>a(x—a)(x"+1)@ +1) xa(x*+)@ +1) (a +1
11
3
Problema 56. Hallar el 1i1121 X 28 x-2#0
X— X_
11 8—x’ —(x’ =2%) —(X=2)(x* +2x+2%)
3 3 3 3 -
Solucién: limX—38 — im 83X _ [im—8X___ _jim 8x
=2 X—2 =2 X —2 X—2 X—=2 x—2 X—=2
_ _ 2 2 _ 2 2 _
lim (x—=2)(x +23x+2 ):lim (x +23x+2 ): 12:_1
x> (x—2)(8x%) x> (8x%) 64 5

. . 0 ., .
2) Forma indeterminada ° en una fraccion con radicales.

Regla 2. Para eliminar la indeterminacion ° en una funcion en la que el numerador o el

denominador contienen radicales, se racionaliza la parte irracional en el limite de la
funcion y se simplifica el resultado. Una manera de racionalizar es, multiplicar por el
conjugado del término irracional.

Problema 57. Hallar el lim~—— 2 ,X—4#0

x4 X — 4
Solucion: lim\/; 2 _im (x=2)(x+2) — lim (' - ) lim— X=4

o X—4 ot (X=X +2) (X=X +2) Ot (x— )X +2)

=lim ! = ! :l
>t x+2 Ja4+2 4
Problema 58. Calcular el lim — o x +4 # 0
o4 x4
Solucion:
lim X+4 im (X+4)(x+4) ~lim (x+4)(\/x+4)=lim (X+4)(x+4)

x——4 m X—>—4 (M)(M) ! (M)Z X——4 X+ 4
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limvx+4=v-4+4=0

X—>—4

Problema 59. Calcular el lim\/— \/_ ,Xx—a=0

X—a X_
.. Alx—+a x—-+va)¥x++va) .. (¥x)’-(a)
Sol | = lim = lim
olucion xl—I}; X—a o (X — a)(\/— \/—) x1—>a (X — a)(«/;+\/_)
(x-a) 1
=lim = lim

“* (x-a)Wx++a) Ha(&+f) 2Va

Problema 60. Calcular im=——— ,x-7#0

X7 \/_ 3

. (x— 7)(\/_4+\/§) . (x=7 (\/_+ )
L T N e N <F =

Solucion:

(x=7)(Vx=4+33)  (x=7)(Jx=4++3)

lim = lim =limX-4+3 =3 +/3=23
x—7 X_4_3 x—7 X—=7 x—7
Problema 61. Determinar el lim ———— 2x+1-3 ,X—4%#0

X—4 / \/_

V2x+1-3 V2X+1-3 2X+1+3 Jx— 2+\/_

Soluciéon: lim =lim

A X_2 N2 X2 -2 X143 X242

iy XL T2 44D) L [V2X D -3 IWX=2442)

=1 (VX =2 =) WX =2 +V2) W2+ 1+3) (VX =2)" - (V2) 12X +1+3)
L Ox+1- 9WX—2 ++/2) i 20 Hx=2 +2) . 2(/x=2+42) _

i (X=2-2)(\2x+1+3) % (x=4E2x+1+3) 4 (2x+1+3)
i 20/4-2442) 42 242
4 (J24)+1+3) 6 3

Problema 62. Encontrar el lim X+1

16X +3 +3X
Solucion:

X+1 V6X* +3 - 3% _ (x+l)(\/6x +3-30 _ (X+1)(6X* +3 —3X) _
S 60 231 3% J6xt +3-3x i (W6x2+3)2 —(3x)> 76X +3-9xX
(x+1)(\/6x +3-3X) im (X+1D(V6X*> +3 —3X) im (X+1D(N6X*> +3 =3X) _

H -3x* +3 x—>-1 -3(x* =1) x>-1 - 3(x+1)(x-1)
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V6X* +3 =3x

lim
x>-1 - =3(x—1)

6
6

3

x-820

Problema 63. Calcular el lim

x—>8 X —8

Solucion: En este caso tenemos una raiz cubica, para racionalizar tomaremos en cuenta la
factorizacion de la diferencia de cubos a- b® = (a — b)( a® + ab + b?). En este caso

a=3/x yb=2.

po -2 L Rx-2) @R0P 242 L QxR0+ 2+ 2%)

i L (/%) +23/x +2%) g (x=8)((R/x)? +23/x +2%)

o -y X-8 . 1 1
m =1lim =1lim =—
o8 (x—8)((RIX)? +23x +27) 8 (x=8) (/X)) +2x +2%) ¥ Rx) +23x+2> 12

,‘3' — —
Problema 64. Encontrar el limM x—2%0

X—2 X—=2
Solucion: Para racionalizar la expresion utilizamos de nuevo la factorizacion de la
diferencia de cubos solo que en este caso a=3/10—x yb =2,

. A0-x-2 . 10-x-2 (10-x)* +2310-x +27)
hm—=hm —
o2 x=2 o2 x=2  (Y10-x)? +2310—-x +2%)

A10-x) — 10— x—8

I R +2\/10 12 R @0 x) + 20X 1)
—(x=2) -1 -1

_Hz(x 2)RM10-x)? +2310-x +2?) _HZ(\/IO x) +2310—x +2%) 12
\/X +1—\/X +1

Problema 65. Hallar el hm x=0

Solucion: En este limite tenemos un raiz cuarta para racionalizar utilizaremos la
factorizacion de una diferencia de cuartas; a‘-b*=(a—b)@’ +a’b+ab’+b’),

tomando a =x* +1y b=+/x> +1
\/x +1-+/% +1

X~>0 X

\/x +1- \/x +1 (\/x +1)° +(\/x +1)° \/x +1+\/x +1(\/x +1)° +(\/x +1)°
% X’ Ax 17 + @A 12U + 1+ X+ 1 +1)2 + W +1)°

(\/x +1—\/x +1)(\/x +1) +(\/x +1)° \/x +1+\/x +1(\/x +1) +(\/x +1)
“O X1+ @ 2 DI+ 1Y 1D D)2+ (W2 + 1))
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L (@t +D* - (X + 1)’
SO A1)+ @1 H 1+ 1N 1)+ (1))
i X' 1 (X +1)
SO (x4 1) + @ D2V A1+ A1+ 1) + (X 1))
i X' +1-x"—2x" -1
SO (x4 1) + @ D2V A1+ 1+ 1) + (X 1))

2
=lim —2X

o0 )2 ((x 1) + (xR +1+\/x F1EXE 1) + (WX +1))

-2 -1
_1 g
XlirOl(x/x +1) + @xt +172 V% +1+\/x I + 1) + (X +1) REEE

3) Cambio de variable.

Las expresiones irracionales se reducen, en muchos casos a una forma racional
introduciendo una nueva variable.

Problema 66. Calcular el lim Jx-1 X - 1# 0, utilizando un cambio de variable.

-1 X —1
Solucion: El propoésito de un cambio de variable es el tratar de evitar los radicales asi que
buscaremos una variable con un exponente que sea divisible entre 2 para eliminar la raiz
cuadrada. De esta manera proponemos hacer el cambio de X = y2. Entonces, como X — 0,
se tiene que y2 — 0y por lo tanto y — 0. Para hacer el cambio de variable reemplazamos
todas las x de la funcion por y* y en lugar de x — 0, escribimos y — 0.

1 _ _
Ll T F TN ol ENS NS ok SRS PO

L e i L RS T Tom

Problema 67. Calcular el 11m

-1
x—1 \/— 1

Solucidn: En este caso buscamos el exponente menor que sea divisible entre 3 y 4. Asi
que tomaremos X = y12 Entonces como X —1, se tiene que y12 —>1lyporlotantoy — 1.

CAYE Syl (D Y YD L (Y YD) 4
Hi‘/_l V—’“‘y -1 y%ly—l o (y=DY +y+l) ot (YY) 3

— 1 # 1, utilizando un cambio de variable.

Problema 68. Hallar el lim — 64 #0, utilizando un cambio de variable.

X—>64 \/_ 4

Solucién: Haciendo x = y® Entonces como X — 64, se tiene que Y° —64 y por lo tanto
y—>%/a=2,dedondey»2.
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6 B _ , ;
S L—ll y 11m(y (" +2y+4) . (Y +2y+4)
x—>e4€/_ 4 ¥y-23 y _4 V2 y — =2 (Yy=2)(y+2) =2 (y+2)
Vx+1-1

Problema 69. Calcular el lim——, x#0.

0 x+1-1

Solucién: Hagamos x+1 = y®. Como limx+1=1, entonces y°— 1, por lo tanto y — 1.

Xx—0

Aol Y oLy el (=D YD) L (YD) 3
R O v R 2 VTR B S RV
It —23x +1

Problema 70. Determinar el lin}ﬁ ,Xx-1£0
X—> X —_

Solucién: tomando x = y3. Entonces como X —1, se tiene que y* —1 y por lo tanto y — 1.
lm%/x—2—2€/§+1 O ~2y +1_ G v =23y 1 Y o2y
ol (x=1) y-! (x—1)* y—>1 (y' -1y =1y =)

(y—1)° . ] ]
=lm— ==
=LY =Dy +y+1)7 iy +y+) 9

IV.Limites Laterales.
2x si 0<x<l1,

Problema 71. Consideremos la funcion g(x)=<4 si Xx=1, determinar si
5-3x si 1<x<2

lxig} g(x) existe.

Solucidn: Notese que g (1) = 4. Esta es una funcion por ~ d-------- »

partes y con dominio partido, la distribucién del dominio
lo muestra la figura siguiente.

=2
RN /////E"f
0

1

Para determinar el limite de g(x) cuando x tiende a 1 . i é
primero investigaremos la conducta de g(x) para valores  _; | \
muy cerca de 1, pero mayores de 1, por consiguiente las

imagenes g(x) las calculamos con la funcion y = 5-3x que le corresponde a este intervalo
(1, 2]. Esto se muestra en la siguiente tabla

X 12111011001
g(x)=5-3x | 1.4 | 1.7 | 1.97 | 1.997

parece que f(x) tiende a 2 cuando x tiende a 1, con valores de x > 1, pero muy cerca de 1.
Esto se llama el limite por la derecha 'y se expresa asi:
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lim g(x) = lim5—3x = 5—3(1) = 2
x—1* x—1*

De la misma manera nos acercamos al uno con valores menores que 1 y por consiguiente
los valores de g(x) los calculamos con la expresion g(x) = 2x. Esto se muestra en la tabla
siguiente:

X 0.8 0.9 [0.99 | 0.999
g(x)=2x|1.6|1.8|1.98|1.998

La tabla nos muestra que g(x) se acerca al 2 cuando x se acerca al 1 con x < 1. Esto se

expresa diciendo que el limite por la izquierda de la funcién g(x) es 2 cuando x tiende a

I, en otros términos, limg(x)=1lim2x=2(1)=2. En conclusion, puesto que
X—>1" X—1"

lim g(X) = lim g(x) = 2, entonces lin} g(x) existe y es igual a 2.
x—1* x—1" X—=
2 si —3<x<0

X+2 si 0<x<5

X

Problema 72. sea f(x) ={ . Calcular ling f(X), si existe.

Solucion: Obsérvese que la funcion no esta definida en
x = 0, sin embargo recordemos que podemos calcular
el limite aun cuando la funcién no este definida en un
valor del dominio. Ahora, el punto x = 0 es un valor
que parte el dominio de la funcidn, los valores de f(x) =
x> se encuentran con el intervalo -3 < x < 0 y los
valores de f(x) = x + 2 se encuentran con el intervalo 0
<x<5.

Fixy=x" Flxl=x+2
N A NNy ik

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Asi, si nos acercamos por la izquierda hacia el cero los valores de x estan en -3 <x <0y

los de f(x) a través de f(x) = x%, si nos acercamos hacia el cero por la derecha los valores

de x estan en 0 <x < 5y los de f(x) a través de f(x) = x +2. Por lo tanto calculamos dos

limites para dar respuesta a la pregunta, el limite por la izquierda de 0 lim f(X), y el
X

—0"

limite por la derecha de cero lim f(X)y son los siguientes:
x—0"

lim f(X)=1lmx* =0 y lim f(X)=limx+2=2.
X—=0" Xx—0" x—>0" x—>0"

En virtud de que los dos limites son distintos es decir, lim f(X)# lim f(X) decimos
X—0" x—0"

que lin(} f (X) no existe. Esto se observa en la grafica de f(x).

22 Dr. José Luis Diaz Gémez. Edif. 3K. Mddulo 7, Cubiculo 1.



si x<l1

4-x’
Problema 73. Sea g(x) = . ,
2+X° sl x>1
encontrar cada uno de los siguientes limites, si

existen: lim g(x), lim g(x), lirrll g(Xx).
x—1" x—1* X—>

Solucién: Obsérvese que la funcién no esta definida
en x = 1. Es deseable dibujar la grafica de f y el
diagrama de abajo para ayudarnos a visualizar el
problema.

ﬁx} =4-x g(xt 24z
RN/ AL s NNNNNNNINNN S

-4 -3 -2 -1 0o 1 2 3

Ahora, limg(x) =lim(4—-x*)=4-1=3, y limg(x)=1lmQ2+x*)=2+1=3
X—1" X—1" x—1* x—>1*
Puesto que lim g(x) = lim g(X) = 3, entonces linll g(x)existe y es igual a 3.
Xx—1" x—1* X—

x> si x<3

Problema 74. Consideremos la funcion h(x)=<11 si x=3 calcular los siguientes

2X+3 si x>3

limites: (a) lim1 h(x), (b) lim h(x), (¢) lim h(x), (d) 1in31 h(x), (e) 1ir151 h(x)
X—>= X—3" x—3" X—> X—>

Solucién: La funcién h es una funcién con dominio partido y la ]

distribucién del dominio se muestra en la siguiente figura 1

10
o

R(x)=x° 11 h(x)=2x+3
oo NN i s o
&
(a) Si nos acercamos por la izquierda o la derecha hacia el valor de ~ +
-1 el valor de x siempre esta en el intervalo x<3, entonces _ .|
lim h(x) = lim1 X =(=1° =1. 1

Xl | R
-l 12 3 4 5 8

(b) Si nos acercamos hacia el 3 por la izquierda, los valores de x estan en el intervalo x <
3y le corresponden a la funcion f(x) = x>, en consecuencia lim h(x) = lim x> =9.

X—3" X—3"

(c) Sinos acercamos hacia el 3 por la derecha, los valores de x estan en el intervalo x > 3,

y le corresponden a la funcion h(x) = 2x + 3, por lo tanto
lim h(x) = lim 2x+3=2(3)+3=9.
x—3* x—3*

(d) Puesto que lim h(x) = lim h(x) =9 entonces lim h(x) =9 . Observa que h(3) = 11 #
x—3~ x—3" x—3"
lin} h(x).

(e) Si nos acercamos con valores muy proximos por la derecha o por la izquierda hacia el
valor de 5, siempre estamos en el intervalo x > 3 por lo tanto
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limh(x) = lim2x+3 = 2(5)+ 3 =13

Problema 75. Encuentre ¢l limite cuando x tiende a 1 de la siguiente funcion
f(x)=+x-1.

Solucion: El dominio de esta funcion es el sl
intervalo [1, +o), por esto solo podemos hablar
del limite de la funcioén cuando x tiende a 1 por la
derecha, ya que no podemos acercarnos al uno por
la izquierda, porque estos nimeros no forman
parte del dominio de la funcion, de esta manera

tenemos lim f(X) =lim+/x—-1=0

x—1* x—1*

En conclusion no existe 1i1’Ill f (x), solo el limite por la derecha lim f(x)=0

x—1*

[—

Problema 76. En la grafica de la funcion f dada

encuentra los siguientes limites: : 4__ F
(@) lim f(x), (b) lim f(x), (c) lim2 f(x), (d) )

X—>-2" x—-2" X—>—! i J J Cy AT = r r '
limf(x), () lmfeo, O limfeo, @ [\ |T
X—> X—2" x—2" . T, ;

lim f(x), (h) lim f (x).

Solucion: (a) lim f(x)=2; (b) lim f(x)=4;
X—-2" x—-2"

| | |

- : 5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 :

(c) lim f(X) no existe, porque I 41\ :
Y S L e e =14

lim () # lim ()3 (d) lim £ () =0; (€) lim f(x) lim f(x)=4; (f) lim f(x) = 4
x—-2" X—> X—2" X—2" x—2*

X—>-2"

(2) lirrzl f(X) =4porque lim f(x)=lim f(x)=4; (h) lin} f(x)=2.
X—> X—2" x—2* X—

X—2
2[x -2

Solucion: Por la definicion de wvalor 11+ oD
absoluto sabemos que Flx= =

Problema 77. Consideremos la funcion f(X) = . Encontrar el lirrzl f(x).

1
. . e
|X 2|_ X—2 sl X=2>0 obien x> o x=2)
~|=(x=2) si x-2<0 obienx<

De esta manera entonces si x > 2 entonces f —IS -4 —|3 -2 -1 1
x-2 1
2x-2) 2 fme_t7% L

o b 1
L 4
e 4
L 4
o 4
14
oo 4
-

se convierte en f(X) =

|
-2
—
ny
|
| ]
=
I
| S

. . X—=2 1
y si x <2, entonces f se convierte en f(X)= ﬂ =7 De esto claro que cuando x
— X j—

se acerca al 2 por la izquierda el limite es -1/2, es decir lim f(x) = —% , y cuando x se

X—2"
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. . 1 . . .
acerca al 2 por derecha se tiene lim f(x) = 5 Por consiguiente 11n} f (X) no existe.
x—2" X—>

Problema 78. Encontrar el limite de h(x) cuando x se aproxima a 1.

{ -X, si x<lI
h(x) = .

4x—x* si x>1

Solucion: Estamos interesados en valores cerca de x =

1, mas que en x = 1. A51 para x < 1, h(x) esta dado por \‘4“
el polinomio h(x) = 4 — x, y por consiguiente podemos 3
calcular directamente el limite por la izquierda, para .|

obtener, 11m h(x)=lim4-x=4-1=3. . h(x) = dx - ¥
X—=>1" -+
Para x >1, h(x) esta dado por la funciéon h(x) =4 — x>,y 1 2' ; X

por sustitucion directa calculamos el limite por la

derecha, hm h(x) = lim4x - x> =4-1=3.

x—1*

Puesto que los dos limites laterales existen y son iguales, entonces tenemos que
lin} h(x)=3.
X—>

V. Limites que Involucran el Infinito

Problema 79. Considere la funcion cuya 41
grafica se muestra en el recuadro.
Obsérvese que a medida que el valor de x
crece ilimitadamente el valor de f(x) se
aproxima al wvalor de 1. En estas
circunstancias, decimos que 1 es el limite

de f(x) cuando x tiende mas infinito, esto f i

3

+o0

——+— :
4 56 7 8 91

b -
e

se denota por el siguiente simbolismo: lim f(x)=1 . En este caso la rectay = 1 se llama

X—>+00

una asintota horizontal de y = f(x)

Problema 80. De igual manera observa la
funciébn cuya grafica se muestra a la
derecha. A medida que la x toma valores

-ttt —
grandes y negativos, los valores de f(x) se -5 4 -3 2 -l iy oz
acercan al valor de y = -2. En este caso y=1(x) L
decimos que el limite de f(x) cuando x —
tiende a menos infinito es iguala -2, en TS =T

simbolos esto se expresa de la siguiente manera; lim f(X)=-2. A larectay = -2, se le
X——00

llama una asintota horizontal de y = f(x).

: ., 1 . .
Problema 81. Consideremos la funcion f(x) =—. Nos interesa analizar que sucede con
X
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f(x) cuando (a) x se aproxima al cero y cuando (b) x crece indefinidamente.

Solucion: (a) Analicemos cuando x se
aproxima al cero. Primero nos aproximamos
por la izquierda, es decir con valores menores
que cero

X -11-5].1 .01 |.001 |.0001
f(x)|-1]-2 |-10]-100 | -1000 | -10000

A partir de la tabla y de la grafica se observa

que cuando x tiende a cero por la izquierda

f(x) es muy grande y negativo, es decir
1

lim —=—o0.
x—0" X

Ahora nos aproximamos al cero por la |x [1|.5].1 |.01 |0.001 | 0.0001
derecha, con valores mayores que cero pero | fix) | 1|2 | 10 | 100 | 1000 | 10000
cerca del cero.

En la tabla de la derecha y la grafica se observa que f(x) es muy grande y positivo, es

) .1
decir, que lim —=o0.
x—=0" X

(b) Veamos en la siguiente tabla que sucede | x 112 |10 | 100 | 1000 | 10000
si la x adquiere valores de x muy grandes y fx) | 110.5]0.1[0.01 | 0.001 | 0.0001

.. . ) .1
positivos. En ella se observa que f(x) se aproxima a cero, es decir que lim —=0

X—>+00 X

En la tabla de la derecha el valor de x toma [* |-l [-2 |-10 | -100 | -1000 | -10000
valores muy grandes y negativos y los fx) | -1]-05]-01 | -001 ] -0.001 | -0.0001

., . |
valores de la funcidn se aproximan a cero, es decir lim —=0.

X—>—00 X

1 ) 1
Puesto que — — 0 cuando X — 400 X — —0, decimos que — — 0 cuando x crece o
X X

decrece sin cota.

N
Problema 82. Encontrar el lim—- ,si existe.
x—0 X
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Solucion: De la tabla vemos que cuando 4
X se aproxima a cero, X también se
aproxima al valor 0, asi que 1/x* se 5L
vuelve muy grande. En efecto, de la
grafica de la funcion f(X) = 1/x* mostrada
en la Figura de la derecha podemos ver
que los valores de f(x) se pueden hacer
arbitrariamente grandes, asignando a X
valores suficientemente cercanos a cero.
De esta manera, los valores de f(x) no T N

tienden a ningin numero, asi que ||[x |+l |£0.5 | +0.2 | +0.1 | £0.01 | +0.001

1
11m—2 — 40 fix) | 1 4 25 100 | 10,000 | 1,000,000
x—=>0 ¥
X* —3X
Problema 83. Encontrar el lim si existe.
-1 X —1
Solucioén: De manera directa tenemos g1
2 T
. X =3x 0 =2
lim——— =—_ Pero -2/0 puede ser +oo o -o0. Para 6T
x>~ X —1 0 51
tener una mejor idea del limite es necesario calcular los g:
. . . X7 =3X . X7 =3X 2+
siguientes limites, lim———, y lim———. Antes 1-
x=>1" X — x->1" X — |

|
factorizamos el numerador y analizamos el signo de la % -2 -
X2 =3X _ X(x-3)

expresion racional. . Si x esta muy

Xx—1 x—1 i
proximo a 1 y x < 1, entonces x es positivo y (x-3) es Zé:
-7+

[ [ = TP PSS Py y=y=sy=y=fs

negativo por lo tanto x(x-3) es negativo, y (x — 1) es negativo. En conclusion si x esta
2

proximo a 1 y x < 1, entonces 1 tiene signo positivo. Asi
X —

. X*=3x 1-3 2 . : .
lim———=——=—=+w. De la misma manera, si X se aproxima a 1 y x >1,
x> X—1 0 0
entonces (X — 3) es negativo y X positivo, de esta manera x(x — 3) es negativo, y (x-1) es

.. X -3x . : :
positivo de donde 1 tiene signo negativo. De esta manera
X —

. X =3x 1-3 -2 . : . X —=3X
lim——— =——=—=-00. de lo anterior podemos concluir que lim no
x>t X —1 0 0 x>l X—1

: : . X2 =3x
existe. Otra manera de decirlos es: 11rr11—1 = |oo| . Esto se observa en la grafica de f.
X—> X p—
2
. XTHX+2 o
Problema 84. Encontrar el lim———, x # 3, si existe.

x=3 X* —=2x-3

27 Dr. José Luis Diaz Gémez. Edif. 3K. Mddulo 7, Cubiculo 1.




2
. . X +x+2 14 .
Solucion: De manera directa tenemos lim———— =—. de la misma manera que en
>3 x> —2x-3 0

el anterior problema calcularemos los limites laterales de 3.

X HEX+2 X HAX+2
(@) lim— = lim
x=3" X°=2X—=3  x=>3 (X=3)(X+1)
El limite del numerador es 14, encontremos el limite del denominador,
lim(X=3)(X+1)=04=0.
x—3"

Asi el limite del denominador es 0, cuando el denominador se aproxima a 0 a través de
valores positivos. En consecuencia,

X EX+2 L X X+2
(b) lim— = lim
x=3 X°—=2X—=3 =3 (X=3)(X+1)
Como en (a), el limite del numerador es 14. Para encontrar el limite del denominador.
lim(X—3)(X+1)=04=0
X—3"
En este caso, el limite del denominador es de nuevo 0, pero puesto que el denominador se
aproxima a cero a través de valores negativos, entonces,

X2+ X+2

im———-—-=

x>3" X© —2X-3

—00 ,

X HX+2
En resumen lim——— = |oo

> =|o0|, nO existe.
x=3 X7 —2X-3

Problema 85. Encuentre el lim 23)(—_1
x>2" X° =546

e 3x—1 . 3x—1
Solucion: lim —— = lim ———
x>2" X" =546 x2" (X=3)(X-2)
Cuando x—2" , vemos que 3x — 1)=> 5, (x — 3)= -1, y (x — 2)= 0" ; entonces el
numerador tiende a 5, pero el denominador es negativo y tiende a cero. Por lo tanto
concluimos que lim 23)(——1 =—o0
-2 X" —=5+6

no existe

Teorema:si lim f(X) =L1# 0y limg(x) =0, entonces lim f(x)
X—a X—a X—a g X

Problema 86. Encontrar lim 22X +8
x5 X° =25

Solucion: Por el teorema anterior, puesto que 1in;1(2x+8):18 y lim(x* —25)=0.

Entonces el lim
x=5 X° —25

no existe, eso nos indica que el limite se va a +oo. Pero esto no

nos ayuda mucho sobre el comportamiento de la funcion cerca del 5. Lo mejor seria
factorizar el denominador y analizar los limites laterales. Se deja como ejercicio al lector.

Operaciones con infinito
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Sea ¢ un namero real

l. w+o=00, ¢+00=00,¢-00=-0,

. o0 —0o0
2. Sic>0 entonces c-o0o =0, — =00, c:(-0)=-00, — =—00,
c c
. o0 —Q0
3. Sic<0 entonces ¢ = -0, —=—00, ¢+(-00) =00, — =0
c c

4. =0

C
0

5. -, = INDETERMINACIONES

o0

Problema 87. Hallar el lim6x +3.

X—>00

Solucion: lim 6x+3 =6(x0)+3=0+3=.

X—>+00

Problema 88. Encontrar el lim x> —100

X—>—00

Solucién: lim x* —100 = (~00)* ~100 = 0 ~100 = oo

Problema 89. Determinar el lim (x* +2)(x* —5)

Solucion: lim (X' +2)(x* =5) = (0" +2)(c0” = 5) = (c0)(o0) = o0

Problema 90. Encontrar el lim

x>0 (X = 5)°
Solucién: lgrgo(x_s)3 = (ooi15)3 =%:%:0
Problema 91. Determinar el Xlirgcm
Solucién: lim v/4—x = \/4— (=) = V4 +0 = oo =0

X——0

Regla 3. El limite de una funcién polinomial cuando x—+o0 0 (x—-) es igual al limite
del monomio que contiene la mayor potencia de x. esto es valido solo para funciones
racionales y no es valido para funciones irracionales.

Problema 92. Encontrar el lim (X’ —X* + X —2)

X—>—o0
Solucion: Si hacemos un reemplazo directo tenemos;
lim (X’ =X* +X—2) =00’ —0> +0—2=00" —00> 400 =00’ +00—00" =00 —00

X—>—00
lo cual es una indeterminacion, aplicando la sugerencia del recuadro tenemos

lim (X’ = x* +Xx—=2) = lim X’ = -0

X—>—0 X—>—0

Problema 93. Calcular el lim (-2x* +9x —4)
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Solucién: lim (-2x* +9x —4) = lim —

X—>—0

2x* = —2(—00) = o0

Problema 94. Determinar el lim x> —100x

X—>+00

Solucién: lim x*> —100x =

X—>+00

100

Jim (112 = () (1= 22 = en(l) =0

. . e e}
(@) Indeterminaciones: — y o©-o .
(e 0]

- : ., ™ i e :
Regla 4. Para eliminar la indeterminacion — en el limite de una funcion algebraica

o0

racional, se divide entre la mayor potencia de la variable x que esté en el numerador y/o

denominador y se evalua el resultado.

L . : .
a) Indeterminacion —. En los siguientes problemas, primero comprueba que se tiene

o0
o0
o0
. X=X
Problema 95. Calcular el lim
x=>+0 X +10

Solucién: Al evaluar el limite obtenemos la indeterminacion oo/oo, asi que dividimos
entre la variable de mayor exponente, que es X

2

X' —X X lim 1—
. Xz—X . X2 . F_F X—>+00 _; 1-0
| =lim —2—=1 = = =400,
OB XT10 o X410 e X 10 11070 *
2 2Ty Mmooy
X X X X=>+0 X X
3
Problema 96. Encontrar el lim :
x=® 2+ X
Solucién: Dividimos entre x°.
2x° 2 lim 2
3 S 2 Xm0 %2 ©
lim ——— = lim —X— = lim —X— X o _ 0 _
24X o 24X o 2 X 2 2 041
X5 F—FF Xlﬁn“}XS o0
2
Problema 97. Determinar el limw
X 8+ 4X —2X
Solucién: Dividimos entre x°.
3+2X+6X 3.2 ¢ im3i26
L 3E2XH6X L GRS & SO _0+0+6_6 _ .
x>0 844X —2X?  xow 844X —2Xx> o= 8 4 .8 4 0+0-2 -2
X2 X° X X X5 X
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B 2
Problema 98, Hallar el lim 223X +3)
x>o  (6X+4)

Solucion: Si desarrollamos y efectuamos operaciones nos daremos cuenta que la variable
con mayor exponente en esta fraccion es x°, por consiguiente dividimos entre x

3
(X=2)(3x +3) (X—ijxz”j (1_2](3+3j
L= 2)3x% +3) lim Xo X X X )_ U x x2)
XHOO (6X + 4) X—>o0 [6)( + 4)3 X—® ( 4)3
3 6+—

X X X

lim(l—zJ(3+3j

ol x 2] a-0) 1

(6x+4)°

X—>0
X

ST 6+0) 6
lim(6+4j ( )

X

3
Problema 99. Hallar el lim X

xo» 2%° +3
Solucién: Dividimos entre x
4%° + X 1 . 1
4% +X N —lim4+? 11524+X7_4+0_
X—0 3 - X—0 3 - X—0 - - -
2x° +3 2x° +3 245 limog S 240
X3 X3 X—>00 )(3
Problema 100.

[v2
Hallar el lim X+l

X—0

X+1
Dividimos entre x por ser la variable con el exponente mayor

x* +1 1 1
,/ I+ [lim(1+—
AN+ \/+x \/xgg(-i_xz) 1+0
lim—— =1lim =
x—o X 41 X—>00 x

et H L gm0
X X x xom X
. AX* -3
Problema 101. Calcular el lim
X—>0 3IX3 +1
Solucion: La variable con el exponente mayor es x. Asi que dividimos entre x
2 2 _
— X -3 X3 -2 Jlim1->)

. X =3 . X . X2 ) x> X—>® x> 1-0
llm%/3_=11m%/3_=hm s = lim ; = ; =1 0=
X—>00 X—>00 X—00 X—>00 +

X" +1 X" +1 X +1 §/1+3 \/hm(l+)
X X3 X X—>00 X
Si f(x) es una funcién racional y anX" y amX" i
denominador, respectivamente, con las mayores potencias de X, entonces

son monomios en el numerador y
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hmf(x)—hma X y hm f(x)= lim &, X

X—>00 an X—>—00 bnx
4 —_—
Problema 102. Calcular el lim X5 23X
X—>—o0 —_ X

Solucioén: Aplicando la observacion del recuadro anterior tenemos

oxP=3x X
lim = lim
x—>—0 § -2 x—>—0 )X

 lim (-3 X) = ()0) =z

Problema 103. Determinar el lim ————
X—>— oo(3x 1)
lim1
Solucién: Tim — > = lim —* = Jim = lim — ===~ L _g
x>0 (3x =1)>  >=9x> —6X+1 x>=9x> x> X hm OXx —ow
LA =2x7 +1
Problema 104. Calcular el llms—
xom 37 5
5 Ay 5
Solucién: lim = —2X L _pp X _ 22
X—>0 3X _5 X—>0 3X xaoo3

b) Indeterminacion oo - c.
Problema 105. Hallar el lim~/X+3 —/x

X—

Solucion: Este es un caso de indeterminacion o - o. En este caso para evitar la
indeterminacion multiplicaremos por el conjugado, para llevar la expresion a una en la
que se puedan emplear las propiedades de limite.

(- RIETT R () -]

X3 — X = lim XT3 — 3

=1lim
X X \/x+3+\f X Jx+3+/x X X+3++/x
i 3
=lim X+3-X = lim =lim————=lim—= X =lim—=
X—>0 ’X+3+\/7 X—>00 ,X+3+\/7 X—»00 ,X+3+\/7 X—>00 ,X+ \/7 X—>00 ,l—l— +\/_
.3
~ Im 7 0
1+1
hm(l—i- j+hm\/_
Problema 106. Encontrar el lim( 9x? +1—3x)

Solucion:
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2
(Vox"+1-3x)(Jox +1+3x)  (Jox 1) ~(3x) ox
lim( ox’ +1 —3x) ~ lim — lim _ lim )

o o (m n 3x) o (\/9x2 1 3x) o (\/9x2 1t 3x)

1 1 o1
lim—
=lim—"=——— \/7 = lim e X
x4l X lim(9+12]+lim3
X—o0 X X—00
Problema 107. Determinar el lim+/ x> + 4X — X
Solucion:

x> +4x—x*

2
\/27 (\/x2+4x—x)(\/x2+4x+x) (\/x2+4x) —x?
Iim+v X +4X —x=1lim = lim = lim = lim—
= = (\/ X* +4X + x) X (\/ x> +4X + x) e (\/ X* +4X + x) X (\/_

4x i
1m
= lim X = limz; = lim 44 = L =—=2
X—00 ’ 2 X—0 X—0
( X +4X+X) X +24X+5 ‘/1+—+1 lim(1+4j+liml
X X X X X—>o0 X X—>00

VI. Asintotas.

1. Asintotas verticales.

La recta X = C es una asintota vertical en la grafica de y = f(x) si alguno de los cuatro
postulados siguientes es verdadero.

L. lim f(x) =, 2. hmf(x)—

x—c*

3. lim f(X)=0 4. hmf(x)—

X—>C

2. Asintotas Horizontales

La recta y = b es una asintota horizontal de la grafica de y = f(x) si
limf(x)=b o hm f(x)=Db

X—00

Problema 108. Encuentre las asintotas verticales y horizontales de la grafica de y

= f(x) si f(X)— 1
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Solucion: En general, las asintotas verticales de una
funcion son los puntos donde el denominador es cero, y
en esta funcion es en el punto X = 1, puesto que

. 2X . 2X
lim—— =0 y lim—— = -
x—1" X —1 x-1" X —1
Por otro lado,
lim—=2 = lim 21 “2y lim X %:2
X—1 -4 X—1 -4 A
X X 31+
Por lo que y = 2 es una asintota horizontal.
Problema 109. Encontrar las asintotas verticales y horizontales de la funcion
2
X
f(X)=—.
® x>+ X2

Solucion: Primero factoricemos el denominador.

x? X

X2 +Xx—2  (X=D)(Xx+2)
Los valores para los cuales el denominador es cero
son x = 1 y x = -2. Estos valores son las posibles

asintotas horizontales. Asi que calcularemos los
limites laterales de -2 y 1.

f(x)=

Si x esta cerca de -2 pero x < -2, entonces (x-1) es 2
negativo, y (x+2) es negativo, por tanto (x-1)(x+2) es positivo y x> es positivo, por lo
tanto f(x) es positivo. De esta manera

X2

lim ———=+»
x->-2" (X=1)(X+2)

. . 2 .
Si x se acerca a -2, pero x > -2, entonces (x-1) (x+2) es negativo y puesto que x~ siempre
es positivo, en consecuencia f(x) es negativo. De esta manera

X2

lim ——— =
x>-2" (X =1)(X +2)

Haciendo un andlisis semejante para x = 1, encontramos que
2 X2

lim—— = y lim——— =+
x> (X =1)(X+2) x>1" (X =1)(X+2)
Esto comprueba que x =-2 y x = 1, son asintotas verticales de la funcion.

Ahora calculamos los limites al infinito para determinar si existen asintotas horizontales
2 2 2 2
. . X . . X . X .
Im ——=lm—=Iliml=1y lim ——=lim —=lim1=1

X—>+00 X2 +X=2 X—>+00 X2 X—>+00 X—>—00 X2 +X-=2 X—>—00 X2 X—>—00
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Con esto comprobamos que la funcion tiene una asintota horizontal en y = 1.

Problema 110. Determinar si la funcion siguiente tiene asintotas verticales y
5X

X2+ 4

Solucién: Observa que la expresion x> + 4 del denominador nunca se hace cero, por lo
tanto esta funcidn no tiene asintotas verticales. Para investigar las asintotas horizontales

horizontales: f(x) =

calcularemos los limites cuando x — o, y X — -0. Primero, si x > 0, v/X* =X, por lo

) - ) 4 4
tanto si reescribimos el denominador como X* +4 =/ X \/ 1 +— =X 1+—2 tenemos
X X

que el denominador es positivo asi,

5 X
5 lim5
lim ————=1im = lim Xoo =—=5

Hw\/ﬁ x—>o0 \/ﬁ H"’\/x +4 \/lim(1+42)
oo X

— | N

Ahora si, x < 0, entonces VX> =—X, por lo tanto el

denominador es +Xx*+4 \/7,/1—1-— —X,/l—i——

€S negatlvo yen consecuencia
5x

"/ =

¥4
—————————p
12345678291

lim = lim = lim ——

X—>—00 'X + X—>—00 'X + X—>—00 X +4

lim 5

= :T: —5 Por lo tanto la grafica de la funcién f, tiene dos asintotas

lim (1 + 42j
X—>—0 X

horizontales; y = 5,y, y = -5.

Problema 111. Halle las asintotas verticales y horizontales, si existen de la funcion

X2

f(X)=——
VX =1
Solucién: El denominador puede escribirse asi, /x> —1=./(Xx—=1)(x+1)por lo que

existen dos valores para los cuales es igual a cero; x = 1, y x =-1. Esto indica que puede
haber asintotas en estos dos valores, calculemos los limites laterales para estos valores.
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Obsérvese que f(x) puede escribirse asi

X

x? X2 1 1
f(X)_\/ 2 _\/ 2 N 2 - 1 1
X =1 X =1 X 1 1
X2 X oxt kX

Iniciemos con x = -1. Si x esta proximo a -1 y x < -1, entonces (x - 1)(x + 1) tiene signo
positivo, el numerador siempre es positivo. Por lo tanto

Six =-1yx>-1 entonces el denominador es negativo, por consiguiente

2 lim 1
X——1"

Iim ——= hm+
x—-1" XZ _1 x——1 hm L_L
Xs—1" X2 X4

Asi comprobamos que x = -1 es una asintota vertical. Un andlisis parecido nos muestra
que x = 1 también es una asintota vertical.

1
0

Para determinar las asintotas horizontales calculemos los limites al infinito.

XZ lim1 1 X2 lim 1 1
hm — X—>0 ——_—® , y’ llm — X—>—0 - ——»
ed -1 [ (1 1) 0 e -1 [ (1 1) 0
lim = T 7 lim 5 1
X—>00 X X X—>—00 X X
Puesto que los limites no existen, f no tiene asintotas horizontales.
Problema 112. Determina las  asintotas : |
verticales y horizontales si existen de la siguiente 7
x> —4x :
funcion: f(X) = —5——— 4 2
X" —4x+3 3 Fx) = :C 4x
. . o 2
Solucion: La funciéon la podemos reescribir de la  ------- E ECERIERRTTITE SRR e

siguiente manera, 'E a 3 ? I
X* — 4x X(x—4 : | |

f(x)=— - Xxd) : | |
X" —4x+3 (X-D1)(x-3) : | |

Asi que el denominador es cero, cuando x = 1, y x = 3. Por otro lado ninguno de estos
valores hace cero el numerador, asi que no hay indeterminacion 0/0. Es facil comprobar
que cuando x—17, f(x)—>-, y que cuando x—1", f(x)—>+w, y que cuando x—3,
f(x)—>+00, y que si x—3", f(x)—>-00. Por lo tanto x = 1 y x = 3, son asintotas verticales.

SN R W

X* —4x : :

2_
Ahora im——2* __1imX _timi=1,y lm—— = lim X =liml=1. Por

x—wo X° —4xX+3 X—wo X X—>00 X—>—00 X2 —4x+3 a X——0 ¥ X—>0
lo tanto la recta y = 1, es una asintota horizontal.
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VIl.  Continuidad.
Definicion:
Una funcidn es continua en x = ¢ siy solo si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. lim f (x) existe.

2. f(c) existe, es decir, que ¢ pertenezca a dominio de f.
3. lim f(x) = f(c)

Si al menos una de las condiciones no se satisface, entonces es f discontinua en x = c.

Problema 113. Considere la funcién

2
f(x)= X—X22 . Es continua en x = 2?

Solucién: Puesto que f(2) no esta definida, entonces la
funcion es discontinua en x= 2. No se cumple el punto 1

.. .. -2
de las condiciones de continuidad. Ver la grafica de la ; —
derecha. Pero es continua en todos los demas valores de /1 U el
su dominio. v
Problema 114. Considera la funcion
XX -x-2
— Sl X#2 .
g(x) = X—2 es continua en X = 27,
2 si x=2
Solucion: Veamos si se cumplen las condiciones de la ———t——t—)
definicion. i T2 23 4+
) 1+ ¥ —x— .
1. f(2) =2, se cumple la primera. ST e e
2 2T 2 5 x=1
L XT=X=2 . (X=2)(x+1 .
2. lIm————= llmwz limx+1=3
X—2 X—=2 X—2 X—-2 X—>2

Esto muestra que el limite existe y es igual a 3. Se cumple la segunda.
Tenemos que f(2) =2,y 1irr21 f(x) =3 . Esto muestra que lin% f(x)# f(2). En conclusion
no se cumple la tercera condicion. Por lo tanto es discontinua en x = 2.

Este tipo de discontinuidad se llama removible, porque si definimos la funcion de la
siguiente manera

X*—X-2 .
g(x) = X—2 Sl x#2 hacemos que f(2) =3, y con esto se cumple la tercera
3 si x=2

condicion 1irr21 f(x)= f(2) =3,y por lo tanto f serd continua en x = 2.

‘ Se puede demostrar que toda funcion polinomial es continua en todo punto de su ‘
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‘ dominio.

Problema 115. Demuestre que la funcion h(x) =5, es continua en x = 7.
Solucién: Debemos de verificar las tres condiciones.

Primero que h estd definida en x = 7. Puesto que h(7) = 5, f est4 definida en 7.
Segundo, lxl_rg h(x) = 1X1_I)1}5 = 5. Por lo tanto el limite existe.

Tercero, lirr71 h(x) =h(7)=5. Puesto que se cumplen las tres condiciones, h es continua
X—
enx="7.

Problema 116. Demostrar que g(X)=2x"+3 , es continua en x = -3.

Solucion: Verifiquemos si se cumplen las tres condiciones.
1. g(-3)=2(-3)*>+3 =21. Por lo tanto g est4 definida en x = -3
2. lir{l3 g(x) = lil’g 2X* +3=2(-3)* +3 =21. El limite existe y es igual a 21.

3. Puesto que g(-3)=21= lim3 g(x). Entonces g es continua en x = -3.

Problema 117. Encuentre los puntos de discontinuidad de la funcion
f(X)=3%x" —2x+4.

Solucién: Por la observacion toda funcion polinomial es continua en todo punto, por lo
tanto no tiene puntos de discontinuidad.

Se puede demostrar que una funcion racional es discontinua en los puntos donde el
denominador es igual a cero y continua todos los demds puntos.

Problema 118. Encuentre los puntos de discontinuidad de la funcion
f(x) = ﬂ
x> +2x—8
Solucion: Factorizamos el denominador de la funcidn:
2 2
F(x) = X -3 X -3

X 42X—8  (X+4)(x-2)

De acuerdo con la observacion anterior los valores par los cuales el denominador es cero
son x = -4 y x = 2. Puesto que f(-4) y f(2) no existen, entonces f es discontinua en estos
puntos.

1 si x<0
Problema 119. Sea g(X)=42 si x=0 Encuentra los puntos de discontinuidad
3 si x>0

de la funcion.
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Solucion: La funcion esta compuesta por dos funciones
constantes y un punto, las funciones constantes son dos

rectas paralelas al eje x. El dominio de la funcién es el 1 s x<0
intervalo -0 < x < oo. El Unico punto posible de g(x)= 5 s I=3
soxE

discontinuidad puede ser el valor de x donde se corta el
dominio de la funcién, es decir el valor de x = 0.
Veamos si se cumplen las tres condiciones en x = 0.

1. g(0)=2. La funcidn si esta definida en x =0.

2. lir% g(x). Para calcular este limite necesitamos calcular los limites laterales
X—>

cuando x —0.
limg(X)=1liml=1 Yy limg(X)=1im3=3. Esto verifica que el limite limg(Xx) no
X—0" X—0" x—0" x—0" x—0
existe. Por consiguiente g no es continua en x = 0.

Problema 120. Encontrar los puntos de discontinuidad de la funcion:

X si x<2 iy »

f(x)=<5 si x=2
—X+6 Si x>2

Soluciodn: La funcion compuesta f esta formada por funciones
polinomiales, estas son continuas, pero el dominio de la
funcion -oo0 < X < 00; tiene un corte en el punto x = 2, este es el
unico posible punto de discontinuidad. Veamos si es continua
o discontinua en este punto. ;

1. f(2) =5. Por consiguiente cumple la primera condicion.
lim f(x)=lim x> =4
2. lim f(x)4*7? x> Esto implica que lim f(x) = 4.
X2 lim f(X) = lim(-x+6) =4 X=>2
x—>2* x—2"
3. Puesto que f(2)=5=# ling f(X)=4. No se cumple la tercera condicion, por lo
tanto es discontinua en x =2. Pero es continua en todos los demas valores de su
dominio.

éx+Z Si —5<x<-=2
3 3

Problema 121. Sea h(x) =91+ X Si —2<x<2 Esh una funcioén continua
2x—1 si 2<x<4

en todo su dominio?
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Solucion: La funcion esta formada con segmentos 7

de lineas rectas, las cuales son continuas. El 5 7 6
dominio de la funcién es el intervalo -5<x<4.La |73 " 7F xg_zi
posibilidad de que se de una discontinuidad es en A ;fl o _22::;2 3
los puntos de corte de los dominios que en este 2
caso son X = -2y x = 2. Asi que verificaremos si h — —
es discontinua en estos puntos. Primero en x = -2. S T S
1. h(-2) =-1. Por tanto h esté definida en -2. j
-4

lim h(x) = lim éX+Z=—1 5

2. lim h(x)q*>2 x>23 3 5
o lim h(x)= lim 1+ x=—1
x—-2" x—-2"

Por lo tanto el lim2 h(x) = -1, existe.
3. Notese que h(-2) = lim2 h(x) = —1. Por tanto es continua en x = -2.

Veamos si es continua en x = 2.
1. h(2) = 3. Por lo tanto est4 definida en x = 2.

limh(x) =liml+x=3
2. limh(x){ =2 De donde limh(x) =3, existe.

X2 1irr21h(x) zlirrz12x—1 =3
3. Puesto que h(2) = lin; h(x) = 3, la funcioén es continua en x = 2.

Problema 122. Sea

2X+2 si —3<x<-1
=[5

2x—-1 s 0<x<3
nua en todo su dominio?
Solucién: En este caso el dominio de la funcion  e» = {i;ff P
esta formado por la unién de dos intervalos [-3, L
-1]u[0, 3], no hay un valor que corte este
dominio. La funcidén estd compuesta por dos
segmentos de recta y las rectas son continuas en

su dominio. Por lo tanto la funciéon g es
continua en todo su dominio.

. Es g conti-

,_,,--
a4

Definicion: Una funcioén es continua en un intervalo abierto (a, b) si lo es en todo
namero del intervalo. Una funcion es continua en un intervalo cerrado [a, b] si es
continua en (a, b) y ademas, lim f(x)=f(a) y lim f(x)= f(b)

x—a* x—b~

Es decir, es continua por la derecha en @, y continua por la izquierda en b.

Problema 123. Si h(x)=+4-x*, demostrar que h es continua en el intervalo
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cerrado [-2, 2].

Solucion: Mostraremos primero que es continua
en el intervalo (-2, 2). Sea x = a cualquier nimero
en el intervalo (-2, 2). Verificaremos que se
cumplen las tres condiciones de continuidad en X =
a.

1. h(a) =+4—a’ . Ya que a esta en el dominio de
h, y (4 —x*) >0 h(a) esta definida.

2. limh(x) = limv4-x> =\4—a> . Por lo tanto

también existe el limite.
3. Puesto que h(a) = limh(x) =+/4—a* entonces h es continua en (-2, 2).
X—a

Debemos de mostrar también que la funcion es continua por la derecha del -2 y por la
izquierda del 2. Por lo tanto debemos de demostrar que h(-2) estd definida y que
lim h(x) existe y que estos dos valores son iguales. También debemos de demostrar que

x—2*

h(2) = lim h(x) . Es facil ver que
X—2"

lim v4—x> =0=h(=2), y que lim+/4-x> =0="h(2). Por lo tanto h es continua en [-
X—2"

x—>-2"

2,2].
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VIll. TAREA DE LIMITES y CONTINUIDAD

I.  Repaso de Conceptos. En los ejercicios 1 a 8 diga si la afirmacion dada es falsa o
verdadera (explique).

[a—

Si f es una funcion tal que Lin31 f (X) =7 entonces podemos asegurar que f(3) = 7.

2. Sif(5) no esta definido entonces Lim f (x)no existe.

X—5

3. Para cualquier funcion polinomial p se tiene que LirTJ p(x) =p (4)

4. Sify g son funciones tales que Lim[ f(x)+g (X)] existe entonces podemos

X—C

asegurar que Lim f(x) y Limg(x) existen.

5. Si Lirjll f (x)/g(x)=3/5, entonces podemos asegurar que Lirﬂ g (x)es diferente
de 0.
6. Si Lim f(x) es diferente de Lim g(x)es diferente de 0 entonces

X—C

Lim [ f(x)g (x)] existe y es diferente de 0.

X—>C

7. Si Lirgl f (X) = Linsj g(x) entonces podemos asegurar que f(8) = g(8).
8. Sea f una funcion tal que Lir? f(x)=8.. Con base en esto diga cuales de las

siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles son falsas (;por qué?).

(a) Necesariamente f(3) = 8.

(b) Para valores de x "suficientemente proximos" a 3, los valores de f(X) son
suficientemente proximos a 8.

(c) Necesariamente existe un valor ¢ muy cercano a 3 tal que f(c) = 8.

(d) Necesariamente, a partir de un cierto valor de X cercano a 3 los valores de f(X)
son iguales a 8.

Il. En los ejercicios 9 a 19 escoja la opcion que conteste o complete correctamente
el enunciado propuesto.

9. Si Lirgl f(x)=2 y Limg(x)=0 entonces podemos asegurar que

X—3

(a) Lim f(x) no existe, (b) Limm=2, (c) LimMno existe,

“g(x) S

- g(x)
(d) Lim (%) =0

10. Si lim f (X) =3 entonces Lim( f? (X)—Xz)es igual a: (a)13(b)5(c)8(d)0

X—>-2 X—>-2

11. El valor de Lirp@es: @2Mm)1(c)-1(d)0
X— X—
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12. El limite lim x=1/3 esiguala: (a)0(b) 1/3 (c)-1/9 (d) No existe

Xx—>-3 X—3

13. El limite lirn1 |X—+1| esiguala: (a)1(b)-1(c)0(d) No existe
> X+
2

14. El limite limLX_2 esigual a: (a)3 (b)-3 (c) 2 (d) No existe

x—1 | X—1 |
2 2
15. El limite 11%%% igual a:  (a) x (b) h (c) 0 (d) No existe
x> X+
16. Una funcién cuyo limite no existe cuando x tiende 2 es la siguiente:
X—2 X +X—6 2X
(@ 1()=2"2 (b) £(x) =20 (o) 1 (=2
17. Para cierta funcion f se obtuvieron las siguientes tablas de valores:
Hacia 1 por la izquierda 1 Hacia 1 por la derecha
x (08 08 0888 .. 08.8 | 10.2 .. | 1002 1,02 1,2
fx) | 3 3 3 3 3 3 3 3

De acuerdo con esto, sobre Lim f (X)podemos decir que
X—3

(a) esigual a2

(b) esigual a3

(c) es igual a algun nimero en el intervalo [2,3]
(d) no existe

I11. Problemas y preguntas de desarrollo

18.  La figura 2.49 representa la grafica de una funcion f. Con
base en ella d¢ el valor de cada limite o establezca que el limite
no existe.

(a)Lim f (x) (b)Lim f (x)(c) Lim f (x) (d) Lim f (x)

X—>—4 X—0 Xx—1 X—>—4

19.  La figura 2.50 representa la grafica de una funcion g. Con
base en ella dé el valor de cada limite o establezca que el limite
no existe

(2) Limg(x) (b)Limg(x) (c) Limg(x) (d)Limg(x) (e)Limg(x)  rigura2.50

X—>—8

20.  Lafigura 2.51 representa la grafica de una funcion h. En
cada caso determine el valor de cada limite o establezca que el K

e
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limite no existe.

(a)Limh(x) (b)Limh(x) (c) Limh(x) (d)Limh(x)

X—>-3 Xx—0 X—2 X—3

21.Considere la funcion f (X) = 3 -1 Utilice una calculadora para completar la
X
siguiente tabla
X 0,01 0,01 0,001 -0,001 -0,01 -0,1

f(x)

X

22.De acuerdo con los resultados obtenidos, ;es posible que exista lirr(} 9
X—> X

X_

23.Completando una tabla como la del ejemplo anterior estime el valor de lirrol en

2X

caso de que exista. ;Puede dar un valor exacto o solamente una aproximacion?

IV. En los ejercicios 24 a 27 calcule el limite indicado utilizando los teoremas sobre
limites y los limites de la funcion identidad y la funcion constante, justifique cada
paso.

24, &LT@X +4) 25 lim 3x—1

x>0 X% 42

26. lim+/s®> —s+2 27.Hm(x3 +x+4)

s——1

V. En los ejercicios 28 a 30 encuentre los limites que se piden suponiendo que
Lim f (x)=4 y Limg(x) =-2

X—C

28.1im (3 (x)+4g(x)) 29.1im,[2 (x)+ g (x) 30,1 2900+ £ (X)

X—C

. e f(x)-9(x)
V1. En los ejercicios 31 a 53 calcule el limite que se pide o determine que no existe.
2 2 3 2 _
3LHm =Y 3 X =23 33 2T gy gy 224
-7 X =77 x—3 X—-3 t>3 {43 t—>4 t—-4
2 3 2 3 _
35. im X2 36, Lim X =2 37 i X X0 gg gy X Z3XH2
x>2 X°—4 -l X" +3x—4 x>5  25-X x=>1 X" —4X+3
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3 —
39. lim—>— 40, 1im N =X 4 i S22 42, lim X3
X2 X —2 e h 29 \/§—3 X—>4 X—4
. 25—-4 N _Ji_ f _
83 lim—me g VI s g 23 g oY T
=2 \Js+2 -2 0 t =7 XP — =4 1—/5-r
_ 2
47. 1im—“2+x_2 48. lim—l/y 172 1+h—1 50. 1im_x -1
— /—7+X—3 Y2 y_2 49 LII%T_I x—1 |X—l|

J2X+2h —+/2x CoRt+1 2
51. lim - Vax sy lim === 53. lim X +1

h—0 t->-1 t 4+ T X t—x
f —f(2
54.Dada f(x)={/x+3 calcular 1X1_1)121(X—2()

55. Dada g(x) = x*+3x calcular Lim J

x—1

X
h(x)—h
56. Dadah(x) = Lz CalculelirrgM
X X—>

X-=3
57. Bosqueje la grafica de la funcion f definida por.
2-Xsix<2
f(x)=4x-2si2<x<3
10— x*si >3

Y luego encuentre los siguientes limites o establezca que no existen

(a)Lim f (x) (b)Lim f (x) (c)Lim f(x) (d)Lim f (x)

X—2 X—3 Xx—1 X—5

58. Dibuje la grafica de una funcion f que satisfaga simultaneamente todas las
condiciones siguientes:

(a) Su dominio sea [-2,2] - {1}, (b) f(-2) = 0, f(2) = 3, f(-1) = -1, (c) , (d) lxlil’ll f(x)=2
59.  Escriba un ejemplo de dos funciones f'y g tales que I?LT[ f(x)+g (X)] existe y sin
embargo I;Lr? f (x) existe o I;ern g (x)no existe.
60.  Suponga que fy g son funciones tales que I;Lr[l f(x)=0y I;erl[f (x) g(x) =1].

Explique por qué, bajo esa condiciones, se puede concluir que no existe.
61.  Se tiene una funcion g tal que g(x) distinto de 0 para todo x pertenecientesa Ry

Lim g(x)=l:
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a) Determine una funcion f tal que Llry[g X) f(x)] =1
b) Determine una funcién h tal que I;Lry[g X) h(x)]=-3
c) Determine una funcién p tal que Lirp[g(x) p(x)], no exista

VII. Interpretacion grafica

1. La figura 3.18 representa la grafica de una funcion f; con base en ella
determine cada uno de los siguientes limites o establezca que no existe:

() tim f(x) (b) Jim f(x) (c)limf(x) (d)lim  (x)
() lim (x) ( f)lim  (x)

x—=3" x—3

2. La figura 3.19 representa la grafica de una funcion h; con base
en ella determine cada limite o establezca que no existe:

(a)lim h(x) (b) lim h(x) (c)limh(x) (d)limh(x)

X—>-2" x—-2" X—>—2 X3~

(e)timh(x) (f)limh(x)

x—3" X—3

3. La figura 3.20 representa la grafica de una funcion h; con base en ¥
ella determine cada limite o establezca que no existe: I /

(a) lim h(x) (b) lim (c) limh(x) (d)limh(x) 7tﬁ—~

x>-2 | Floura 320
0

(e)limh(x) (f)limh(x)

X—2" X—2

VIII. En los ejercicios 4 a 7 se da la grafica de una funcién. En cada caso diga cuales
son los puntos de discontinuidad de la funcion.

¥

2
1

e 103 %
Fi 3.21

IX. Falso o Verdadero
8. Suponga que g es una funcion tal que lim g(X) = 5. En cada caso diga si la
x—2"

afirmacion es verdadera o falsa (explique).

1. Necesariamente hm g( ) 5

2. Necesariamente limg (x)=5
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3. Necesariamente existe un nimero € > 2, muy cercano a 2 tal que g(c)=5.
4. A medida que tomamos valores de X muy proximos a 2, pero mayores que 2, los
valores de f(X) se aproximan a 5.

X. En los ejercicios 9 a 13 diga si la afirmacion dada es falsa o verdadera
(explique).
9. Si lim f (x)=lim f (x)entonces se puede asegurar que f es continua en 3.

x—3* X—3"

10. Siempre que fy g sean continuas en C se tiene que f/g es continua en C.

11.Sifescontinuaen5y lim f (X) =4 entonces podemos asegurar
x—5"

lim f(x)=4.
quelim f(x)
12. La suma de dos funciones continuas en X=5 es continua en X=5.

13. Si f es una funcion continua en 2 y f (2)=4 entonces ./ f (X) es continua en 2.

X1. En los ejercicios 14 a 23 escoja la opcidon que complete o conteste correctamente
el enunciado propuesto.

14. La siguiente es una funcion que tiene exactamente dos puntos de discontinuidad:

x> -1 X+1 x—1 X' —1
f(x)= b)f(x)= f(x)=—— (d) f(x)=
@)1 (0=2"1 ()1 (0=2 (o) (=S (@) (=2
15. ;En cuantos valores de X es discontinua la funcién f (x) = 31 8?
X+

(@3 ()2 1(d)0
16. Los puntos de discontinuidad de la funcién

X+2 Six<0
f(x)yx*  si0<x<3
2X+3six >3

son : (a) 0y 3 (b) Solo el 3 (c) Solo el 0 (d) Ninguno.

17. ;Para qué valor o valores de k la funcion

x* +4 six<k
f(x)= _
2x° +3six >k

es continua en todo R?
(a) Solo para k=1 (b) Para k=1 o k=2 (c) Para cualquier valor de k (d) Para ningin
valor de K.
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18. Sea funa funcion para la cual se cumple que lim f (x)=-1, lim f (x)=-1y f(2)=1.
x—2"

X—2~

Considere las siguientes proposiciones:

I. lim f (X)no existe,
X—2

II. f es continua en X=2,
III. 2 no pertenece al dominio de f.
De las anteriores proposiciones, son verdaderas:

(a) Todas (b) Iy III (c) Solo II (d) Ninguna.

19. Si f es una funcion continua en 2 y se tiene que lim f (X) =y

x—2*

lim f (X) = —W entonces podemos asegurar que
X—27

(a) w=1 (b) w puede ser cualquier nimero real (¢) w=2 (d) w=0

20. Sea f una funcion continua en todo R y sea g una funcion que satisface:
1in11 g(x) =2y g(1)=0; podemos afirmar que el limite lirrll f(g(x))esigual a:
(a) f(0) (b) f(1) (c) f(2) (d) No existe.

21. Sea f una funcién tal que f(4)=2 y lim f (x) = 3. Entonces, podemos afirmar lo

siguiente:

(a) f es continua en x=4 (b) lirB f (X) =2(c) lil’B f (X) =3(d) f es discontinua en
x=4

2x -1

( x) = . Podemos afirmar lo
3X+2

2x -1
3X+2

22. Sea f una funcion definida por f (x)=

siguiente:

(a) f esta definida y es continua en todo R

(b) f esta definida y es continua en R-{-2/3}

(c) f esta definida y es continua en R-{1/2}

(d) f esta definida y es continua en R-{-2/3,1/2}

23. Si la figura 3.25 representa la grafica de una funcion f, jen cuales puntos f esta
definida y no es continua?
(@)-1,1,2y3()-1y3(c)-1y2(d)-1,2y3

H :
T 1 2
Figwra 325
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XI1. En los ejercicios 24 a 31 calcule los limites laterales que se indican o establezca
gue no existe.

24. lim+/x—6 25. lim+/x—6 26. lim /x> =8 27. lim3/x° -8

x-6" X6 x—2" x—2"

28. lim~/t> —25 +3 t—2): (t—2) o YA =36
t>5* 29 hmu 30. limg 31. hmy—

t>2t =2 t>2 t—=2 y-6"  t+6

XI11. En los ejercicios 32 a 39 pruebe que la funcién f dada es continua en el valor ¢
indicado.
—y2 _
32. f(X)=x" =3x+1, =3 45 ¢ (X)=—2—, c=2

X1

2X+1 si x<2

35. f(x)={ , =2

x* +1si x<2

34, f(t)=\t-2, c=3

3_38ix>— = —3x+1si x>-1
X =3six>-1],c =1 37 f(x):{

2% si x<1 3-x  six<-1, c=-1

36. f(x):{

2X+3si >2
38. f(x)=1 , ) , c=3
X“+1sl x<2

XIV. En los ejercicios 39 a 52 determine en queé intervalos es continua la funcién
dada.

39. g(X)=x"+x*—x-1 0. f(x) o X2 _ x=2
. f(x) a2 41. g(x) —
x* =16 X 10—x
2. a(x)="—, ()= w4 f(x)= o
2 2X+4 si 2 3 i
45. f(x):—|X+ | 46. f(x)= i(+ SI_X> X3 s_' x <1
X+2 x> +1six<2 47, f(x)=4-2x si 1< x<3

X +3si 3< X

48.

3+4x si —1<x

2X +4s8ix <—1 2X+3 six> 2
f(x)= 49. f(x)= 1, _
X* +3sIx<?2
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2x =1 si x <0 2X Si X <=2

50. f(x) = ﬁ si 0 <x<1 51 f(x)= i—Jri Si —2<x<2yx=l

2x+1 sil £x -3x+1si 2 X
52. Determine un valor de ¢ para el cual la funcion

2 _ H <2
f(x) = cX" =3 §|x_
CX+2 Sl x>2

sea continua en todo R.

53. Determine los valores de € para los que la funcion

2cx+1 six<l1
f(x)=1, )
c’Xx=2 six<l

sea continua en todo R.
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